ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

Движение твердого тела можно исследовать, интегрируя диф. ур-ие, а можно получить первые интегралы другим путем, используя основные теоремы динамики. Их использовать проще. Что мы и будем делать. 

Поступательное движение. 

По теореме о том, что при поступ. движ. все точки тела описывают одинаковые траектории, и в один и тот же все точки имеют одинаковые скорость и ускорение. При исследовании динамики мы можем исследовать только одну точку. Задача динамики системы сводится к динамике точки. В качестве этой характерной точки выбирают центр масс. Тогда воспользуемся теоремой о движении центра масс. Получим ДУ: {mx′′=∑Fkx; my′′=∑Fky; mz′′=∑Fkz. Определение основных динамических величин: Q=mVс – кол-во движения; T=mVc²/2 – кин. энергия; L0=0. 

Движение тела переменной массы.

Тело с переменной массой – это тело, масса которого изменяется вследствие процесса отделения от него или присоединения к нему материальных точек. Нас интересует случай отделения мат. точек (истечение реактивной струи). Реактивную струю будем рассматривать как совокупность отделяющихся материальных точек малой массы, время между последовательными отделениями которых →0. (рис 1). Воспользуемся теоремой о количестве движения. DQ/dt=∑Fk (**). Распишем скорость изменения количества движения для всей системы. DQ/dt=limΔt→0ΔQ/Δt (*). Распишем изменение количества движения ΔQ=Q(t+Δt)-Q(t); Q(t)=m(t)∙Vc(t); Q(t+Δt)=m(t+Δt)∙Vc(t+Δt)+ΔmU – импульс системы складывается из нового импульса тела с переменной массой и импульса отделившейся точки. Подставив это в (*): limΔt→0ΔQ/Δt=dQ/dt=(d/dt)[m(t)∙Vc(t)] – Udm(t)/dt=|в (**)|=∑Fk; вычислим производные: (d(m(t)∙Vc(t))/dt)–U∙(dm(t)/dt)=(dm(t)/dt)∙Vc(t)+m(t)∙(dVc/dt) – U(dm(t)/dt)=∑Fk; (dm(t)/dt)∙Vc(t)+m(t)∙(dVc/dt)=U(dm(t)/dt) + ∑Fk; m(t)(dVc/dt)=U(dm/dt)+∑Fk–Vc(t)(dm/dt); m(t)(dVc/dt)= (dm/dt)∙(U–Vc(t))+∑Fk; R=(dm(t)/dt)(U-Vc(t))=(dm(t)/dt)Vr, где Vr =U-Vc (t) – скорость материальной точки Δm относительно КЛА. ∑Fk(е) – внешние силы, действующие на систему (например ∑ аэродинамических сил и сил тяготения). Перепишем полученное ДУ движения тела с переменной массой, оно называется Уравнением Мещерского: m(t)(dVc/dt)=R+∑Fk. 

Одна из задач Циолковского: работа движется поступательно, силы тяжести и аэродинамические силы пренебрежимо малы. Скорость истечения Vr=const. Надо найти скорость ракеты в любой момент времени. В рез-те подстановки этих условий в уравнение Мещерского, получим его упрощенный вариант: m(t)(dVc/dt)=R; m(t)(dVc/dt)=–Vr(dm(t)/dt); m(t)dVc =–Vr dm(t). Это ДУ с разделяющимися переменными: V0∫VcdVc =–Vr m0∫m(t)dm(t)/dt; Vc-V0=-Vr(ln(m(t))-ln(m0)); Vc-V0=|прир. cк-ти|=V(ln(m0) – ln(m(t)); Vc-V0=Vr∙ln(m0/m(t)); Vc=V0+Vr∙ln(m0/m(t)). Это 1-ая формула Циолковского. Она говорит о том, что скорость к моменту времени t тем больше, чем больше отношение стартовой массы ракеты к массе в тот же момент времени t. 

МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ.

Осевой момент инерции (рис 2).

В общем случае моментом инерции относительно любой оси называется сумма произведений масс точек системы на квадрат расстояния от точек оси.

Для осей координат: 

Z: h²z=x²+y²; Iz=∫(x²+y²)dm=V∫∫∫(x²+y²)γdxdydz;

Y: h²y=z²+x²; Iy=∫(z²+x²)dm=V∫∫∫(z²+x²)γ(x,y,z)dxdydz;

X: h²x=y²+z²; Ix=∫(y²+z²)dm=V∫∫∫(y²+z²)γdxdydz 

Мы положили, что dm=γ(x,y,z)dV=γ(x,y,z)dxdydz. γ(x,y,z) – зависимость плотности от координат. 

При дискретном распределении массы:

Iz=k=1∑nmkhzk²; Iy=∑mkhyk²; Ix=∑mkhxk².
В общем случае (для любой оси): Iz=k∑mkhk² - для дискретного распределения; Iz=m∫h²dm – для непрерывного распределения (тело однородно). 

В результате взятия интегралов или суммирования полученный осевой момент инерции имеет следующую структуру: это коэффициент, характеризующий форму тела, умноженный на произведение массы тела на квадрат характерного размера. 

Диск (цилиндр): Iz=mR²/2; Шар: Iz=2mR²/5; Стержень: Iz=mℓ²/12; Стержень с осью на конце: Iz=mℓ²/3. 

В технике для упрощения вычислений экспериментально определяют Радиус Инерции (ρ), тогда: I=Mρ². 

Радиусом инерции тела относительно данной оси называется расстояние ρ от оси до точки, в которой нужно сосредоточить массу М всего тела, чтобы момент инерции точки относительно данной оси равнялся моменту инерции I относительно той же оси. (рис 3). 

Момент инерции в тех случаях, когда известен (или легко вычисляем) момент инерции тела относительно оси, проходящей через центр масс, а надо найти I, относительно другой оси, параллельной оси с известным моментом инерции. (рис 4). 

1. Допустим, у нас есть ось, проходящая через точку О1, момент инерции относительно которой легко найти и ось  Z || Z1. Выразим момент инерции Iz через Iz1: Iz1 =∑mkbk²; Iz=∑mkhk²=? (*), где hk – расстояние от k-ой точки до оси Z, bk - –||– до оси Z1. Выразим hk² через bk² (по теореме косинусов): hk²=bk²+d²-2bkd∙cosφ=bk²+dk²+2dyk1. Подставим hk² в (*): Iz=∑mk(bk²+dk²+2dyk1)=∑mkbk²+d²∑mk+2d∑yk1= =Iz1+md²+2d∑mkyk² (**). 

2. Наложим ограничения на точку О1: пусть она совпадает с центром масс О1≡С. Тогда ∑mkyk1=|по теореме варианта о моменте равнодействия| = m∙y1C, а т.к. мы совместили точку О1 с точкой С, то у1С=0 => ∑mkyk1=my1C=0, а тогда в ур-ии (**) 2-я группа слагаемых=0=> Iz=Izc+md². Момент инерции отн. произвольной оси Z равен моменту инерции тела относительно оси, || оси Z, и проходящей через центр масс тела + произведение массы тела на квадрат расстояния между осями. IС называют наименьшим моментом инерции, (т.к. при d≠0 Iz>Ic). 

ЦЕНТРАЛЬНЫЙ МОМЕНТ ИНЕРЦИИ. 

Для полной характеристики распределения массы тела отн. данной системы координат, кроме осевых Ix, Iy, Iz моментов также вводят центробежные. 

В случае дискретного распределения масс: Ixy=k∑mkxkyk; Iyz=∑mkykzk; Izx=∑mkzkxk. 

В случае однородного тела: Ixy=∫xydm; Iyz=∫yzdm; Izx=∫zxdm, где dm=γ(x,y,z)dxdydz. Очевидно, что центральные моменты симметричны относительно своих индексов: Ixy=Iyx, Ixz=Izx, ... В отличии от осевых моментов инерции, центробежные зависят и от направления осей, и от выбора начала координат. Ц.М.И. могут принимать любые знаки. 

ПОЛЯРНЫЙ МОМЕНТ ИНЕРЦИИ I0. 

Зависит только от выбора начала координат: I0=∫(x²+y²+z²)dm. Сравнивая (1) и это выражение => Ix+Iy+Iz=2I0. 

ДВИЖЕНИЕ ТВ. ТЕЛА ВОКРУГ НАПОДВИЖНОЙ ОСИ. 

ДИФ. УРАВНЕНИЕ ВРАЩЕНИЯ. (рис 5). 

Воспользуемся теоремой о изменении момента импульса (описывает вращательную составляющую движения). 

dLz/dt=k∑mz(F(e)k); Lz=Iz∙ω. 

В случае твердого тела Iz=const => выносим из под знака производной: I=d²φ/dt=k∑mz(F(e)k). Это ДУ движения тела вокруг неподвижной оси. 

ДИНАМИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ. 

1)Момент количества движения: Lz=Iz ∙ω (см. теорему о изм. момента кол-ва движения (в конце)). 

2)Кинетическая энергия: для ее расчета воспользуемся теоремой Кенига и теоремой Штейнера. По теореме Кенига мы можем полную кинетическую энергию представить как сумму поступательной составляющей движения центра масс и вращательной составляющей вокруг ц.м. (рис 6). 

(1) T=(mVc²/2)+T′, T′=k=1∑n(mk/2)(x′k1²+y′k1²+z′k1²)=|ф-ла Эйлера для определителя: V=|i j k // 0 0 ω // x y z|=jωxk1-iωyk1|=∑(mk/2)[(-ωyk1)²+(ωxk1)²]=(1/2)∑[ω²yk1²+ω²xk1²]=(ω²/2)∙ ∑mk(xk1²+yk1²)=Iz1ω²/2, где Iz1 – осевой момент инерции отн. оси, параллельной оси Z, и проходящей через центр масс. Подставим Т′ в (1): T=(m/2)(ωd)²+ω²Iz1/2, воспользуемся теоремой Штейнера: Iz=Iz1+md² => Iz1=Iz-md² => T=(m/2)ω²d²+(ω²/2)(Iz-md²)=(ω²/2)(md²+(Iz-md²))=Izω²/2; T=Izω²/2. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ РЕАКЦИЙ ПРИ ВРАЩЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВ. ОСИ. 

Это можно сделать, используя принцип Д′Аламбера, позволяющий решить I и II задачи динамики. Но мы решим задачу, пользуясь основными теоремами динамики. Используем теорему об изменении кол-ва движения и момента кол-ва движения: dQ/dt=∑Fk+NA+NB; dL0/dt= ∑m0(Fk)+m0(NB), момент NA отн-но 0 не вх., т.к. он=0. 

Замечание: мы освободили тело от наложенных связей (подшипники, подпятники) и заменили их реакциями NA и NB. Система стала свободной, => можно применять данные теоремы. (рис 7). 

1)Спроектируем 1-е равенство на оси X,Y,Z: (1){dQx/dt= k∑Fkx+xA+xB; dQy/dt и dQz/dt – аналогично. Получим систему скалярных уравнений, описывающую поступ. составляющую движения центра масс системы. Спроектируем второе равенство на оси X,Y,Z: (2) {dLx/dt=k∑mx(Fk)-AB∙yB; dLy/dt=∑my(Fk)+AB∙xB;  dLz/dt= ∑mz(Fk). Получим систему скалярных уравнений, описывающих вращательную составляющую. 

2)Для определения левых частей уравнений систем (1) и (2) сначала выразим соответствие. Проекции Qx,Qy,Qz,Lx,Ly,Lz, а затем найдем их производные. Для кол-ва движения: Qx=∑mkxk′=|исп. ф-лу Эйлера|=-ω∙k∑mkyk; Qy=ω∙k∑mkxk; Qz=0, т.к. тело вдоль оси Z не перемещается. Для момента количества движения: Lx=k∑mk(ykzk′-zkyk′) = |z′=0; yk′=ωxk| = -ω∙k∑mzkxk; Ly=-ω∙k∑mkykzk; Lz=ω∙k∑mk∙(xk²+yk²). 

3)Ищем производные: 

(*) dQx/dt = |считаем ω и у перем| = -ω′∙k∑mkyk-ω∙k∑mkyk′. 

По теореме Вареньена: 

а)k∑mkyk=myc – коорд. «у» ц.м. – статический момент сист. 

б)Заменив: yk′=ωxk′ и применив т. Вареньена: ω∑mkyk′= ω∑mkωxk′=ω²∑mkxk′=ω²mxc; подставив а) и б) в (*)→ dQx/dt=-ω′myc-ω²mxc; dQy/dt=ω′mxc-ω²myc; dQz/dt=0 (т.к. ось закреплена). Производные от моментов кол-ва движения: dLx/dt = -ω′∑mkzkxk - ω∑mkzk′xk - ω∑mkzkxk′ = |zk′=0; xk′=ωyk| =-ω′Izx+ω²Izy, I – центробежные моменты инерции. Аналогично для других пр-х: dLy/dt=-ω′Iyz-ω²Ixz; dLz/dt=ω′Iz. 

4)Подставим эи производные в совокупность систем (1) и (2) получ. сист. из 6 ур-ий: (3) Для поступательной составляющей: {-mycω′-mxcω²=∑Fkx+xA+xB; mxcω′-mycω²= ∑Fky+yA+yB; 0=∑Fkz+ZA+ZB. 

Для вращательной составляющей: {-Ixzω′+Iyzω²=∑mx(Fk)-AB∙yB; -Iyzω′-Ixzω²=∑my(Fk)+AB∙xB; Izω′=∑mz(Fk). 

Эта система не определена, т.к. неизвестных реакций 6 – xA,xB,yA,yB,zA,zB, а уравнений, в которые они входят – 5 (замечу, что в последнее уравнение ни одна из составл. не входит. Оно представляет собой ДУ движения вокруг неподвижной оси). Замечу, что реакция по оси Z распределена между точками А и В. Часть ее приходится на подшипник А (ZА), а часть на подшипник В (ZВ). Если мы всю реакцию перенесем только на одну точку (т.е. вместо подшипника А установим подпятник), то останется только реакция ZА, а ZВ=0 (на подшипник В осевой нагрузки не будет). Тогда, неизвестных станет 5. В этом случае система (3) распадется на систему из 5 уравнений и 5 неизвестных относительно реакций xA,yA,zA,xB,yB и на одно независимое от системы ДУ движения тела (последнее уравнение). Эти ур-ия дают полное описание вращению тела вокруг неподвижной оси. При решении системы вычисляются реакции NA и NB, содержащие в себе как статические, так и динамические реакции. Для уменьшения динамических реакций в конструкциях стремятся, чтобы центр масс тела находился на оси вращения и стремился свести к минимуму центробежные моменты инерции. 

ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК.

(рис 8). Для исследования движ. физ. маятника исп. ДУ вращения тела вокруг неподвиж. оси: Izφ′′=-mgb∙sinφ. Приведем его к стандартной форме (с коэф. при φ′′=1): φ′′+(mgb/I)∙sinφ=0 (4). Проведем аналогию с ДУ колебания математического маятника: φ′′+(g/ℓ)∙sinφ=0 (5). Уравнения (4) и (5) отличаются только коэф. перед sinφ, а так, они одно и тоже. Значит, с точки зрения математики решения этих ДУ одинаковые, а различаются только коэф-ми. А значит, и вся теория мат. маятника действует на физ. маятник. Если сравнить коэф. перед sinφ у ур-ий (4) и (5) можно прийти к понятию приведенной длины: ℓ=(Ic+mb²)/mb=(Ic/mb)+b. 

Центр качания маятника – это точка, расположенная на расстоянии ℓ от точки подвеса по линии, соед-ей центр масс и точку подвеса. ЦК обладает свойством взаимности (теорема Гюйгенса), которое заключается в том, что при переносе оси вращения физ. маятника из точки подвеса О в центр качания, период колебания не изменится. Это использовалось при определении ускорения свободного падения в различных точках Земли прибором «Маятник Котфа». (рис 9). 

Маятник Котфа – это 2 шара m1 и m2, жестко связанных стержнем. Имелся неподвижный и подвижный нож. Сначала замерялся период колебаний при опоре на неподвижном ноже, (Т1) затем опора переводилась на подвижный нож. Его положение подгонялось, чтобы период колебания Т1=Т2. Измерив расстояние между ножами и применив теорему Гюйгенса, определяли |g|. T=2π√(ℓ/g). 

ДИНАМИКА ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ. 

(рис 10). Движение представим в виде суммы поступательного движения тела вместе с точкой С (ЦМ) и вращательного движения тела вокруг точки С. 

Для описания поступ. составляющей восп. теоремой о движении Цм, учитывая, что движение происходит только в плоскости ХОУ и нам понадобится 2 скалярных ур-ия: {mxc′′=k∑Fkx; myc′′=k∑Fky. Для описания вращательной сост. воспользуемся теоремой о изменении момента кол-ва движения (нам нужна только 1 проекция на ось ┴ ХОУ: Iφc′′=k∑mc(Fk), где Iс – момент инерции относительно цента масс. Объединяя все эти ур-ия, получим систему из 3-х ДУ 2-го порядка: {mxc′′=k∑Fkx; myc′′=k∑Fky; Icφ′′=k∑mc(Fk). Можно решить систему ДУ, но в некоторых отдельных случаях можно пользоваться теоремами о изменении кол-ва движения, мом-та кол-ва движения для получения интегралов энергии и т.д. Основные динамические величины: импульс: Qx=mxc′; Qy=myc′; момент к-ва дв-ия: Lz=Icφ′; По теореме Кенига: T=(mVc²/2)+T′, найдем Т′: Т′=|по опр.|=k∑(mk/2)(xk1′²+yk1′²+zk1′²)=|по ф-ле Эйлера|= k∑(mk/2)[(-ωyk1)²+(ωxk1)²]=Icω/2. Окончательно для Т получим: T=(mVc²/2)+(Icω²/2). 

ВРАЩЕНИЕ ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИНОГО ЦЕНТРА. 

Из кинематики известно, что движение тела с 1 несвободной точкой можно представить, как совокупность последовательных вращений вокруг множества осей, проходящих через неподвижную точку. 

МОМЕНТ ИНЕРЦИИ ТВ. ТЕЛА ОТНОС. ОСИ, ПРОХ. ЧЕРЕЗ НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ. 

Допустим, ось в какой-то момент времени заняла положение ОА. Требуется вычислить момент инерции тела отн-но этой оси. (рис 11). Вектор b обозначает направление оси ОА |b|=1; b{cosα, cosβ, cosγ}. Воспользуемся основным определением момента инерции отн-но оси: IA=k∑mkhk² (1), hk=?. Направление оси ОА зададим единичным вектором b, его координаты – направляющие косинусы: hk=rk∙sinφ= |[b0xrk]|=mod |i j k // cosα cosβ cosγ // xk yk zk|=|(z∙cosβ-y∙cosγ)i +(x∙cosγ-z∙cosα)j+(y∙cosα-x∙cosβ)k 

hk²=|[b*rk]|²=(z∙cosβ-y∙cosγ)²+(x∙cosγ-z∙cosα)²+(y∙cosα-x∙cosβ)² =|раскрыв скобки, перегруп по принц cos...|=(y²+z²)cos²α+ (z² + x²)cos²β + (x² + y²)cos²γ – 2xy ∙cosα∙cosβ - 2yz∙cosβ∙cosγ -2zx∙cosγ∙cosα. Подставим hk² в (1): IA=k∑mk(zk²+yk²)cos²α + k∑m(z² + x²)cos²β + ∑m(x² + y²)cos²γ - 2∑mxy∙cosα∙cosβ - 2∑myz∙cosβ∙cosγ-2∑mzx∙cosγ∙cosα 
IA = Ix∙cos²α + Iy∙cos²β + I∙cos²γ - 2Ixy∙cosα∙cosβ - 2Iyz∙cosβ∙cosγ - 2Izx∙cosγ∙cosα (2). 

Эта формула выражает момент инерции отн-но произвольной оси, заданной своими направляющими косинусами и известными осевыми моментами инерции отн-но осей системы координат ОXYZ и центробежными моментами инерции отн-но этой же системы координат. 

Определяя по этой формуле моменты инерции для множества осей, получим множество моментов инерции. Наглядное толкование распределения моментов инерции по осям дает образ эллипсоида инерции. 

Если от неподвижной точки О вдоль каждой из осей отложить отрезок ~ 1/√Ii, где Ii – соответствующий данной оси момент инерции, то получается некоторая пов-ть. Выясним, что это за поверхность. Для этого отложим отрезок и обозначим ОМ, М е поверхности, ось будут задавать направляющие косинусы cosα, cosβ, cosγ. С точкой О свяжем неподвижную с.к.: OX1Y1Z1, для которой известны Ix1,Iy1,Iz1,Ixy,Ixz,Iyz. (рис 12). В системе X1OY1Z1 точка М будет иметь координаты, связанные с OM=R=1/√I и с cosα, cosβ, cosγ: cosα=x1/R=x1√I; cosβ=y1√I; cosγ=z1√I. Подставим значения напр. косинусов в (2): Ix1x1²+Iy1y1²+Iz1z1²-2Ix1y1x1y1-2Iy1z1y1z1-2Iz1x1z1x1=1 – получили зависимость между координатами точки М. Это ур-ие эллипса, и значит, поверхность, образованная множеством таких точек – эллипс. Из геометрии известно, что можно подобрать такую систему координат OXYZ, что эллипс опишется простым каноническим уравнением вида: (3) (x²/a²)+(y²/b²)+(z²/c²)=1. Это получается тогда, когда центробежные моменты инерции обращ. в О => оси XYZ явл. главными осями инерции. (По определению главные оси инерции, если центробежные моменты=0). Ур-ию (3) соответствует ур-ие: (4) Ixx²+Iyy²+Izz²=1 – ур-ие Эллипсоида инерции отн. главных осей инерции. Если мы меняем неподвижную точку, то для нее уже будет другой эллипсоид инерции. Эллипсоид инерции, построенный для ЦМ называется центральным. При написании ур-ий движения пытаются оси коорд. расположить вдоль главных осей инерции, что упрощает формулы. 

Частный случай эллипсоида инерции. 

Общим случаем эллипсоида явл. 3-х осевой эллипсоид инерции, у которого все оси отличаются друг от друга (Ix≠Iy≠Iz). Если какие-нибудь 2 из моментов инерции отн. главных осей равны между собой, то «эллипсоид ращения». (Ix=Iy). Если Ix=Iy=Iz – эллипсоид вырождается в сферу. Точки, в которых это происходит, называются шаровыми. Для эллипсоида вращения характерно, что любая ось, лежащая в эквипотенциальной плоскости, проходящая через данную точку, явл. главной осью инерции. Из сравнения ур-ий (3) и (4) видно, что a=1/√Ix, b=1/√Iy, c=1/√Iz, т.е. большему главному моменту инерции соответствует меньшая ось эллипсоида инерции. 
